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Un arbol es una estructura de datos que posee ra-
mificaciones pero no sigue con una estructura lineal,
como las listas enlazadas por ejemplo (salvo en ca-
sos particulares) en esta estructura es posible po-
seer mas de una posicidn siguiente, aunque tipica-
mente se tienen dos (arboles binarios). Un arbol obli-
gatoriamente debe cumplir que cada nodo tenga un
solo padre.

Dentro de la estructura se asigna diferentes nom-
bres a los nodos con diferentes caracteristicas, co-
mo la raiz, el cual es el nodo que no tiene “ancestros”
y la hoja que es un nodo que no tiene hijos. Otras
definiciones incluyen el grado que es el numero de
hijos maximo que puede tener un subarbol o nodo,
y la altura de un nodo que es la longitud del camino
mas largo desde el nodo a la raiz (por convencion la
raiz tiene altura 1).

En la figura 1.1 se muestra un ejemplo de un arbol
binario, en el cual la raiz es el nodo A, las hojas los
nodos D, E, Fy G, el grado 2 (ya que es binario) y

la altura 3.
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Figura 1: Ejemplos de arboles binarios

En la figura 2 se ve un ejemplo de la estructura tipica
de un arbol binario de altura 2 junto con el contenido
de los nodos, cada nodo tiene un dato asociado que
almacenay a su vez unareferencia al nodo izquierdo
y derecho que le preceden.
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Figura 2: Estructura de nodo de un arbol binario

Para insertar o eliminar un elemento no hay un or-
den particular y depende la implementacion, lo ge-
neral es insertar elementos en las hojas, creando
un nuevo nodo, y para eliminar un elemento, en el
peor caso caso (cuando un nodo tiene dos hijos) in-
sertar en el espacio el ultimo nodo insertado (nodo
hoja).

Arboles de busqueda binaria

Un arbol de busqueda binaria o ABB por sus siglas,
es un arbol binario, es decir que tiene un maximo de
dos hijos por cada nodo, pero que ademas esta or-
denado, esto es, el nodo izquierdo contiene un dato
menor en comparaciéon con el nodo actual, y el nodo
derecho un dato mayor. Un ejemplo de un arbol de
bUsqueda binaria se puede ver en la figura 1.2.

Tener un arbol binario ordenado permite reducir el
numero de pasos requeridos para encontrar un da-
to almacenado en el arbol. Los ABB deben cumplir
que el dato de la raiz sea mayor al dato de todos los
valores almacenados en los nodos hijos del lado iz-
quierdo y menor a todos los datos almacenados en
los hijos del lado derecho. En el mejor de los casos
la altura de un ABB es log(n) y en el peor de los
casos la altura es n, esto ultimo en este tipo de arbo-
les ABB determina el tiempo minimo y maximo para
acceder a un nodo!"!" (el peor de los casos que es
cuando el dato esta en una hoja).

Cuando se inserta o elimina un elemento en el ar-
bol se lo hace siguiendo un orden. El caso en que
el nodo a eliminar tiene uno o ningun hijo es trivial,
cuando el nodo tiene dos hijos, se debe reemplazar
el nodo eliminado por el sucesor inorden, esto es, el
nodo que se deberia visitar si se acabara de visitar el
nodo eliminado (con recorrido inorden) esto resulta
en el nodo mas a la izquierda del subarbol derecho
del nodo eliminado, otras implementaciones utilizan
el predecesor inorden, lo que resulta en el nodo mas
a la derecha del subarbol izquierdo.

Maneras de recorrer un arbol binario

Existen varias formas de recorrer un arbol binario
siendo las mas tipicas Depth-First Search (DFS o re-
corrido en profundidad) y Breath-First Search (BFS
o recorrido en anchura). En la primera (recorrido en
profundidad) se puede realizar en preorden, inorden
0 postorden; para la segunda se recorren los nodos
por niveles.

Para el método en profundidad, en el recorrido en
preorden, primero se accede a la raiz, luego al nodo
izquierdo y luego al derecho, si alguno de los nodos
es un subarbol entonces se realiza el mismo proce-
dimiento. Para el recorrido inorden, primero se ac-
cede al nodo izquierdo, luego a la raiz, y por ultimo
al nodo derecho, este recorrido tipicamente se usa
en arboles de busqueda binaria (ABB). Por ultimo en
el recorrido postorden, primero se accede a ambos
nodos, izquierdo y derecho, y luego a la raiz.

Para el método en anchura, se recorre el nodo en
orden por niveles de arriba hacia abajo y de izquier-
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da a derecha, primero la raiz, luego todos los nodos,
luego los nodos de los nodos, etc.

Por ejemplo, en el arbol de la figura 1.1, el recorri-
do utilizando los 4 métodos mencionados resultan
como se ve en la tabla 1.

Recorrido Nodos

Preorden A-B-D-E-C-F-G
Inorden D-B-E-A-C-F-G
Postorden D-E-B-F-G-C-A
Nivel por nivel A-B-C-D-E-F-G

Tabla 1: Recorridos de un arbol binario

Caracteristicas de los arboles

Arbol lleno

Se dice que un arbol esta lleno si todas las hojas
tienen el mismo nivel y todos los nodos anteriores
tienen el nUmero maximo de hijos (en un arbol bi-
nario 2) los arboles de la figura 1 estan llenos, si en
alguno de los dos faltase alguna hoja, no lo estarian.

Arbol completo

Se dice que un arbol esta completo, si todas sus ho-
jas estan llenas excepto el ultimo nivel, que debe es-
tar casi-completo de izquierda a derecha, es decit,
puede haber hojas vacias pero deben estar lo mas
a la derecha posible y solo en el ultimo nivel. En la
figura 1 ambos arboles estan completos. A un arbol
incompleto también se le dice desequilibrado.

Arbol degenerado o patolégico

Un arbol degenerado (también llamado arbol pato-
l6gico) es un tipo especial de arbol en el que cada
nodo tiene a lo sumo un hijo. Es decir, se compor-
ta como una lista enlazada en lugar de un arbol ra-
mificado. Esto ocurre por ejemplo al insertar datos
ordenados en un arbol de busqueda binaria

Arbol balanceado

Un arbol se dice balanceado si para cada nodo la di-
ferencia de alturas entre el subarbol izquierdo y dere-
cho (el factor de equilibrio) es pequenia, tipicamente
se toma menor o igual a 1 en valor absoluto.

Factor de equilibrio

El factor de equilibrio se define para cada nodo como
la diferencia entre las alturas del subarbol derecho
e izquierdo, como se muestra a continuacion:

Fequilibrio = hderecho B hizquierdo

El reciproco, es decir, la diferencia de alturas del
subarbol izquierdo y derecho de un nodo también
vale, pero se debe respetar la convencion elegida
para todo el arbol, o tomar el valor absoluto.

Arbol AVL (Adelson-Velski y Landis)

Un arbol AVL, es una caso particular de un arbol de
busqueda binaria en el que cada vez que se inserta
o elimina un nuevo elemento se lo hace de manera
que el arbol resulte balanceado, esta es una mejora
a los ABB ya que si se insertan los datos ordena-
dos en el arbol ABB se degenera. Para que el arbol
AVL resulte balanceado al insertar o eliminar un ele-
mento se comprueba si el arbol resulta balanceado
mediante el calculo del factor de equilibrio para ca-
da nodo, en caso de que el factor de equilibrio no
pertenezca a [-1, 0, 1], se lo balancea.

Si bien los arboles AVL son mucho mas eficientes
que los arboles ABB, tienen la particularidad de que
por cada nivel pueden tener una minima cantidad de
nodos (en el peor de los casos) que no es la maxima,
y en particular se verifica que para un arbol AVL de
altura h (o h niveles) la cantidad minima de nodos es
F(n), siendo F la serie de Fibonacci de n términos,
es por esto que también a los arboles AVL se los
conoce como arboles de Fibonacci.

Algoritmos de rotacion

Las rotaciones se realizan para balancear arboles
AVL. El punto clave es entender que las rotaciones
se aplican solo a 3 nodos y modifican los nodos hi-
jos. Se determina que un nodo debe ser balanceado
calculando el factor de equilibrio de cada nodo, el
primer nodo de abajo hacia arriba que esta desba-
lanceado debe ser balanceado.

Rotacion simple a derecha (o LL[?)

En las rotaciones simples a derecha sobre un nodo,
se rota ese nodo a su hijo izquierdo y en su lugar se
toma el hijo derecho del nodo previo; en el lugar del
nodo previo “asciende” su hijo derecho. En la figura
3.1 se muestra un arbol desbalanceado, cuyo primer
nodo desbalanceado de abajo hacia arriba es A, ya
que tiene un factor de equilibrio -2 lo cual en valor
absoluto es mayor estricto que 1, en la figura 3.2 se
muestra el resultado luego de realizar una rotacién
simple a derecha sobre el nodo A.

(1) Arbol desbalanceado (2) Luego de RSD

Figura 3: Rotacion simple a derecha

I (por left-left en ingles) es porque el que causa el
desbalanceo del nodo esta en el hijo izquierdo del hijo
izquierdo.



Rotacion simple a izquierda (o RR)

Las rotaciones simples a izquierda son analogas a
las rotaciones simples a derecho pero en sentido
contrario, en la figura 4.1 se muestra un ejemplo de
una arbol desbalanceado y en la figura 4.2 se mues-
tra el mismo arbol luego de realizar una rotacién sim-
ple a derecha en al nodo A.

(1) Arbol desbalanceado (2) Luego de RSI

Figura 4: Rotacién simple a izquierda

Rotacion doble derecha (derecha-izquierda, RL)

En las rotaciones dobles a derecha se deben realizar
dos rotaciones simples, en primer lugar a derecha y
por ultimo a izquierda. En la figura 5.1 se muestra
un arbol desbalanceado, para balancearlo en primer
lugar se realiza una rotacion simple a derecha sobre
el nodo B, resultando como en la figura 5.2.

(1) Arbol desbalanceado (2) Luego de RSD sobre B

Figura 5: Rotacién doble a derecha

Luego de la primer rotacion se obtiene un nuevo ar-
bol desbalanceado, pero que se balancea facilmente
mediante una rotacion simple.

Rotacion doble izquierda (izquierda-derecha, LR)

Estas rotaciones son similares a las dobles a dere-
cha pero las rotaciones ocurren en sentido opuesto,
la primera a izquierda y la segundo a derecha.

(1) Arbol desbalanceado

(2) Luego de RSI sobre B

Figura 6: Rotacién doble a izquierda

Arbol B

Los arboles B surgen como una forma de hacer mas
eficiente la lectura y escritura en disco de datos, en
particular de decrementar el tiempo y la cantidad de
bloques leidos de un disco a la hora de buscar un
dato.

Lo particular de los arboles B en comparacion a los
arboles binarios vistos anteriormente es que tienen
un numero mayor de datos almacenados y un nume-
ro mayor de hijos, pero se sigue la convencién de los
arboles de busqueda binaria en que los datos a la iz-
quierda son menores y a la derecha mayores, tanto
en los nodos como en las claves. Esto se ve en la
estructura de los nodos, un ejemplo se muestra en la
figura 7, en el cual se ve una estructura de un arbol
B de orden 3.
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Figura 7: Estructura de un arbol B

El orden de un arbol B (se denotacon laletra m )
determina la cantidad maxima de hijos que pueden
tener los nodos (y por consiguiente la cantidad ma-
xima de claves, ya que es m - 1). Por ejemplo, en
el arbol de la figura 7, el orden del arbol es 3, por lo
que cada nodo puede tener un maximo de 3 hijos, y
almacenar 2 claves.

Por definicion, en los arboles B se deben cumplir las
siguientes reglas:

1. Todos los nodos, salvo la raiz, deben tener al
menos m/2 hijos o (m/2) - 1 claves.

2. Todas las hojas estan en el mismo nivel.

3. El proceso de creacion es de abajo hacia arriba.

Operaciones

Los arboles B tienen las mismas operaciones que
los arboles binarios y aparte la operacion de dividir
y fusionar (las cuales son operaciones de balanceo).
Al igual que los arboles AVL, al momento de insertar
y eliminar datos del arbol ocurre un proceso de ba-
lanceo, pero en este caso siendo la operacion mas
sencilla, ya que se trata de un procedimiento de un
solo paso.

Busqueda

La busqueda es similar al arbol binario ya que las cla-
ves estan ordenadas en cada nodo R1 < R2 < ... < Rn,
en caso de que el dato a buscar este entre el rango
de dos claves, por ejemplo el dato a buscar k, cum-
ple R2 < k < R3, entonces se debe buscaren en el
hijo entre R2 y R3, luego se realiza el mismo proce-
dimiento hasta llegar a las hojas.



Insercion

Para agregar un elemento, de manera analoga a ar-
boles binarios, se busca la posicién mediante com-
paracion con las claves hasta llegar a la hoja, en ca-
so de que haya lugar en la hoja simplemente se agre-
ga, si no hay lugar se tiene que dividir la hoja y pro-
mover el elemento ((m-1)/2)+ 1 a un nivel superior,
de manera que en la nueva hoja queden el nime-
ro minimo de elementos. En caso de que no haya
mas lugar en el nodo superior donde se promueve
el elemento se realiza el mismo procedimiento.
Eliminacion

Cuando se elimina un elemento, a diferencia de
cuando se inserta, puede ocurrir en cualquier nodo,
sea el nodo raiz, un nodo interno o un nodo hoja.
Si el nodo del cual se quiere eliminar el elemento
es una hoja, y al eliminar el elemento el nUmero de
claves sigue siendo mayor a la minima, entonces el
proceso de eliminacién se detiene alli. Si el nUmero
es menor al nimero minimo de elementos por nodo
entonces se pide “prestado” al hermano izquierdo o
derecho (dependiendo la implementacién del algorit-
mo) en caso de que ninguno de los dos tenga o que
tengan el numero minimo de elementos, se pide al
de un nivel superior, en caso de que ocurra lo mis-
mo con el del nivel superior, que no tiene elementos
para prestar, entones se pide al de un nivel superior,
y asi sucesivamente hasta la raiz, si la raiz tiene un
solo elemento entonces se baja un nivel del arbol.

Arbol B+

Los arboles B+ son muy similares a los arboles B pe-
ro con la condicion que los datos deben estar en las
hojas, para esto se hace que las raices sean referen-
cias al dato verdadero que se encuentra en la hojas.
Ademas se impone la condicion de que todas las ho-
jas deben estar conectadas, de esta forma todas las
hojas formen una especie de lista enlazada, y como
todos los datos se almacenan en las hojas, esta lista
enlazada dispone de todos los datos almacenados
en el arbol, esto permite recorrer secuencialmente
todos los nodos, lo cual es una mejora con respecto
a los arboles B, ya que se deben recorrerse recursi-
vamente, nodo por nodo.

En la figura 8 se muestra un ejemplo de una estruc-
tura de un arbol B+, se puede ver la conexién entre
las hojas y las copia de los nodos intermedios (R1y
R2).
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Figura 8: Estructura de un arbol B+

Operaciones

Las operaciones en general son similares a los arbo-
les B, pero con algunas particularidades.

Busqueda

En el caso de la busqueda en un arbol B+, es similar
a la busqueda del arbol B, pero no se debe detener
cuando se encuentre la clave en la pagina raiz o en
un pagina interior, si no que se debe seguir por la ra-
ma derecha apuntada por esa clave, ya que la clave
apuntada en primera instancia era una copia de la
clave real almacenada en la hoja.

Insercion

El proceso de insercién en un arbol B+ es muy simi-
lar al de un arbol B, pero se diferencia en que cuando
se inserta una nueva clave en un nodo lleno, esta se
divide en dos, con la primera teniendo el nimero mi-
nimo de claves y la segundo el nUmero minimo de
claves sumada la nueva clave, el elemento que pro-
mociona a un nuevo nivel es una copia de la clave
central.

Eliminacion

En el caso de eliminar un elemento una vez encon-
trado, se elimina directamente de la hoja (todos los
datos estan en las hojas), si luego de eliminarlo la
hoja queda con menos del minimo de elementos por
hoja (m/2) entonces hay que eliminar la hoja y redis-
tribuir los elementos con las hojas hermanas, la cla-
ve copia en el nodo padre se debe eliminar también,
si el nodo padre también queda con menos del mini-

mo de claves por hoja, entonces hay que realizar el
mismo procedimiento.

Arbol heap

Los arboles heap son arboles con la particularidad
de que se busca que siempre estén completos o casi
completos y parcialmente ordenados, esto se hace
insertando los elementos de izquierda a derecha por
niveles, es por esto que también se le dicen casi-
completos ya que los subarboles de las hojas se van
completando a medida que ingresan los elementos

Los arboles heap, tienen un orden diferente al de los
arboles binarios, se ordenan por nivel. En los arbo-
les heap de maximo la raiz es siempre mayor a los
hijos, y entre hijos (0 hermanos) no hay una relacién
particular como si pasa en los arboles binarios, en
los cuales el izquierdo es siempre menor al hijo de-
recho, ademas, existen también los arboles heap de
minimo, en los cuales la raiz es siempre menor a los
hijos.

En la figura 9 se ven dos ejemplos de arboles heap,
en la figura 9.1, se ve un arbol heap de maximo,
mientras que en la figura 9.2 se ve un arbol heap
de minimo.
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(1) Arbol heap de maximo (2) Arbol heap de minimo

Figura 9: Tipos de arbol heap

Los arboles heap tipicamente se almacenan en vec-
tores, almacenando los valores por nivel, contanto
kR desde 0, para un padre en posicién k sus hijos se
almacenan en la posicién (2+R)+1y (2+R)+2 del vec-
tor para el hijo izquierdo y derecho respectivamente,
analogamente, si el hijo esta en la posicién h del vec-
tor, el padre estara en la posicion floor((h - 1)/2).
Almacenando los arboles en vectores permite acce-
der a los datos de forma directa. En la figura 10 se
muestra como se almacena el arbol heap de maxi-
mo de la figura 9.1, como particularidad se ve que
el primer elemento es la raiz, lo cual es el elemen-
to méas grande por ser heap de maximo, si fuera de
minimo este seria el menor elemento.

|50|30|20|15|10|8|16|

Figura 10: Arbol heap almacenado en vector

Para insertar elementos en un arbol heap se agrega
siempre en la primer hoja vacia de izquierda a dere-
cha en el ultimo nivel del arbol, una vez insertado
el elemento se compara e intercambia con el padre
hasta cumplir con la definicién de arbol heap (que la
raiz sea mayor o menor a los hijos, es decir que los
hijos sean arboles heap de por si).

Para eliminar elementos de un &rbol heap tipica-
mente se elimina la raiz, para esto en primer lugar
se intercambia con la ultimo hoja (ultimo nivel, ulti-
ma hoja contando de izquierda a derecha) y luego
se compara la nueva raiz con los hijos intercambian-
do en cada caso con el mayor (o menor) hasta que
el arbol vuelva a ser un heap, por ultimo se elimina
el dato a eliminar, es decir la ultima hoja, 0 en caso
de estar almacenado en un vector se decrementa la
longitud de este.

Como los arboles heap se completan por niveles, la
altura del arbol es log(n), siendo n la cantidad de
nodos en el arbol, esto es una mejora contra los ar-
boles AVL que tienen una altura Fib(n).

Algoritmo heapify

Heapify es un algoritmo utilizado para ordenar un ar-
bol heap si la raiz del &rbol viola la propiedad princi-
pal de un arbol heap (que sea minimo o0 maximo a
todos los hijos, dependiendo el tipo de heap, y que
a su vez cada subarbol sea un arbol heap de por si).

El algoritmo también se utiliza para convertir un ar-
bol binario en un arbol heap, para esto se comienza
en las hojas y se verifica que todos los subarboles
cumplan que sean heaps, en caso de no serlo inter-
cambia los valores hacia abajo hasta que se cumpla
la condicidén de heap, estos pasos se repiten sucesi-
vamente con todos los nodos hasta llegar a la raiz.
En este caso el algoritmo tiene una complejidad de
O(n)

A continuacién se muestra una posible implementa-
cion recursiva del algoritmo heapify para un arbol
heap de maximo almacenado en un vector, en es-
te caso denominado arr , el lenguaje utilizado es
python

def heapify(arr, n, i):
# Se asume que la raiz es mazima
max = 1

# posicion de hijo tzquierdo y derecho
left = (2%i) + 1
right = (2%i) + 2

# se comprueba st hay hijo izquierdo Yy es
# mayor a la ratz
if left < n and arr[left] > arr([max]:

max = left

# se comprueba st hay hijo derecho y es

# mayor a la raiz o al hijo tzquierdo

if right < n and arr([right] > arr[max]:
max = right

# st la raiz no es maxzima se intercambia

# con el mazimo hijo, y se llama

# recursivamente a heaptfy para reordenar

# los hijos restantes

if max
arr([i], arr([max] = arr[max], arr[i]
heapify(arr, n, max)

I=i:

Heapsort

El algoritmo de ordenamiento heapsort es un algo-
ritmo que se basa en el algoritmo heapify, ya que
para ordenar un vector, arma un arbol heap de maxi-
mo (o0 minimo segun la implementacion) e intercam-
bia el valor de la raiz con el ultimo valor del vector,
decrementando la capacidad del vector en un ele-
mento, luego vuelve a armar un arbol heap con los
elementos restantes e intercambia nuevamente el ul-
timo elemento ahora con el ante-ultimo del vector, y
decrementando la cantidad de elementos en el vec-
tor, de esta forma al final del vector se van colocando
los valores maximos ordenados, el algoritmo sigue
hasta llegar al primer elemento del vector.



Colas con prioridad

Las colas con prioridad son una estructura de datos
de tipo cola (o queue) pero tienen la particularidad
que al momento de insertar un elemento se puede
asignar una prioridad, de esta forma no se inserta
siempre en un mismo lugar si no que se puede in-
sertar con un orden en particular dependiendo de la
prioridad que se asigne a el elemento a insertar.

Existen varias maneras de implementar una cola con
prioridad, por ejemplo un vector, una lista enlazada
o un arbol heap. El caso de la implementacion con
arbol heap es de las més eficientes, ya que en un
arbol heap de maximo la raiz es la que tiene el valor
maximo, y se puede imponer que este nUmero sea
la prioridad, de esta forma eliminar un elemento, es
decir, desencolar el elemento con mayor prioridad es
eliminar la raiz del arbol.
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